O obrotach cial niebieskich

© Marek Bromirski 2003

Wprowadzenie

Dysponujac kilkoma zdjgciami, na ktorych daje si¢ zidentyfikowaé te same szczegdly powierzchni
planety, mozna z tatwo$cia wyznaczy¢ okres jej rotacji. Jesli dodatkowo swoje dziatania zdecydujemy
si¢ rozpoczaé od Jowisza, to znajdziemy si¢ na szlaku, ktorym czas jaki§ temu podazal Giovanni
Domenico Cassini. To on jako pierwszy znalazt poszukiwana warto$¢ stwierdzajac, ze najwigksza
planeta naszego Uktadu dokonuje pojedynczego obrotu w zdumiewajaco krotkim czasie 9 godzin i 56
minut. Wkroétce okazato sig, ze sprawa jest nieco bardziej skomplikowana, bowiem szybkos¢ rotacji
zmienia si¢ wraz z oddaleniem od réwnika. Wlasno$¢ ta ilustruje schemat przedstawiony na rysunku:
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Rys. 1. Okresy rotacji pasm na powierzchni Jowisza

Cho¢ rozwazany problem zostal juz dawno rozwiazany, warto o tym na chwilg¢ zapomnie¢, by
przystapi¢ do realizacji przedstawionych dalej dziatan bez zbgdnych obciazen. Podejscie to posiada
znaczny walor dydaktyczny, o czym moga sig¢ przekonac zaliczajacy dowolne ¢wiczenia laboratoryjne.

Pomiary

Podstawowy materiat informacyjny umozliwiajacy prowadzenie dalszych dziatan stanowia zdjecia,
ktére mozna wykona¢ samodzielnie lub wykorzysta¢ pliki stanowiace zatacznik do opracowania.
Fotografie, ktorych czas wykonania powinien by¢ okreslony z doktadnoscia do 1 minuty, nie musza
by¢ nadzwyczajnej jakoSci — wystarczy, ze pod wzgledem ostro$ci odwzorowania sa porownywalne z
przedstawiona ponizej:



Rys. 2. Jowisz

Proponowana technika wyznaczania okresu rotacji wymaga dysponowania dwoma ujgciami
wykonanymi w odstepie ok. 1.5 + 2 godzin. Z powodow, ktére zostana przedstawione w dalszej czgsci
rozwazan celowe jest rowniez wykonanie trzeciej fotografii kilka dni po pierwszej sesji zdjgciowe;.
We wszystkich przypadkach warto wstepnie zorientowac¢ pole widzenia tak, by rownik planety
posiadal orientacj¢ pozioma, co pozwoli unikna¢ programowego obracania obrazu.

Po zgromadzeniu niezbednych materiatow mozna przystapi¢ do ich interpretacji, co wymaga
elementarnych obliczen. Wzajemna konfiguracj¢ obserwatora i planety przedstawia rys. 3.
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Rys. 3. Schemat obliczeniowy

W pierwszej fazie niezbg¢dne jest zgrubne oszacowanie katowej predkosci obrotu planety. Poniewaz
czas przemieszczania si¢ wybranego fragmentu powierzchni widocznego na obydwu fotografiach jest
rowny odstepowi, w ktorym wykonano zdjgcia, pozostaje ustalenie kata @. Wartosci tej nie mozna
zmierzy¢ bezpos$rednio, stad trzeba ja wyznaczy¢ droga obliczeniowa.

Wielkoscia w sposob naturalny zwigzana z katem @ jest odcinek z, jednak relacja ta nie jest
jednoznaczna, co uzasadnia schemat B, stanowiacy rzut pionowy czesci A. Mimo ze katy @, 1 @,
réznia si¢ W sposob wyraznie widoczny, zwigzane z nimi dlugosci z sa identyczne. Poprawnym
rozwigzaniem jest niezalezne wyznaczenie katowych odleglosci kazdego z zarejestrowanych potozen
od osi symetrii obrazu planety, a nastgpnie ich odjgcie. Jednakze i ten schemat, cho¢ formalnie
prawidlowy, jest niedoskonaty bowiem dostarcza rezultatow obarczonych duza niepewnoscia. Jej
przyczyna jest zwlaszcza trudno$¢ precyzyjnego wyznaczenia polozenia osi OO’ przechodzacej przez
obydwa bieguny planety. Na szczg$cie problem ten posiada relatywnie proste rozwiazanie,
przedstawione schematycznie na rys. 4.
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Rys. 4. Schemat obliczeniowy

Kopia obrazu zostaje poddana operacji zwierciadlanego odbicia i natozenia na fotografi¢ pierwotna,

tak aby kontury zewngtrzne planety z obydwu uje¢ pokryty si¢ w sposéb mozliwie idealny. Dziatanie

to tatwo przeprowadzi¢ wykorzystujac mozliwos$ci dowolnego, bardziej zaawansowanego edytora w

rodzaju Corel PhotoPaint lub Photoshop. W omawianym przypadku zachodzi kolejno:
sin®=£=£=£:>®=arcsin£ (1)
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za$ w wyznaczenie polozenia osi OO’ staje si¢ zbgdne.

W praktyce warto wstepnie zaczerni¢ obszar, w ktérym po ztozeniu obydwu obrazéw wystapi punkt

odniesienia, co skutecznie zapobiegnie jego maskowaniu przez nieistotne szczegoty drugiego obrazu:

Obraz pierwotny Symetryczna kopia

Teraz wystarczy przeprowadzi¢ operacj¢ naktadania:

3



1 powtorzy¢ ja dla kazdej z posiadanych fotografii:

A ty =25 luty 2003, godz. 18:15

B 3 =25 luty 2003, godz. 19:55

C tc = 27 luty 2003, godz. 20:10

Cho¢ pomiaré6w x 1 D mozna dokona¢ linijka lub suwmiarka wprost na ekranie (uzywajac
maksymalnego powigkszenia), znacznie lepiej wykorzysta¢ odczyt polozenia kursora podawany w
pikselach przez uzywany program edycyjny. W ten sposob znacznie redukuje si¢ niepewnos¢ 1 nadaje
rezultatom walor powtarzalno$ci. Wyniki otrzymane dla zaznaczonych punktéw przy uzyciu
zaleznosci (1) zestawiono w tabeli:

Tabela 1.
A B C
[mm] [piksele] [mm] [piksele] [mm] [piksele]
D 243 151 238 151 223 148
X 153 96 91 56 121 74
O [rad] 0.68 0.69 0.39 0.38 0.57 0.52
O[] 39.02 39.48 22.48 21.77 32.86 30.00

Wyznaczenie niezb¢dnych miar katowych pozwala na przystapienie do zasadniczej czgsci obliczen.

Obliczenia

Wstepne oszacowanie katowej predkosci obrotu planety umozliwia zalezno$¢:
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gdzie @ 1 G sa katowymi odleglosciami obserwowanego punktu od osi biegunowej w chwilach
odpowiednio #4 i tg. Znajomo$¢ @’ pozwala z kolei na wyznaczenie okresu obrotu 7 zgodnie z
formula:
A
a)’ b
w ktorej @) stanowi miarg kata pelnego (360° lub 2w radianéw). Podstawiajac wartosci liczbowe
otrzymujemy ostatecznie:

1) = 9 godz. 45 min. 20 s dla pomiarow dokonywanych linijka oraz
T,” = 9 godz. 47 min. 48 s przy uzyciu odczytow w pikselach.

Wyniki uzyskane w tej fazie obliczen sa obarczone niezaleznie od uzywanej metody pomiarowej
znaczna niepewnoscia. Sktadaja si¢ na to nastepujace przyczyny:

1. Efekt malej skali odwzorowania:

Rzeczywista $rednica rownikowa Jowisza jest rowna ok. 142 300 km, natomiast na obrazie
powigkszonym w stopniu, ktory pozwala jeszcze rozrdézniaé szczegolty wynosi ok. 25 cm.
Podziatka odwzorowania wynosi zatem:

1

~ 569200000

Obraz Ziemi w takiej skali posiadataby $rednicg réwnikowa ok. 2.2 cm, tj. taka, jak wysoko$¢
widocznej na zdjeciach Wielkiej Czerwonej Plamy. W tych warunkach nawet relatywnie duzy i1
silnie kontrastowy fragment powierzchni nie moze by¢ zidentyfikowany z wysoka precyzja
poniewaz na kolejnych zdjeciach jego ksztatt bedzie odwzorowany w odmienny sposob.

2. Niska rozdzielczos$¢ obrazu:

W celu jej oszacowania wystarczy zauwazy¢, ze najmniejszy mierzalny na obrazie odcinek posiada
dhlugos¢ jednego piksela (ox = I piksel). 1 tak np. w rozwazanym przypadku horyzontalna
rozciaglos¢ obrazu Jowisza wynosi D = 150 pikseli, stad kazdy z nich odwzorowuje obszar o
rozmiarach ok. 930 x 930 km (dx ~ 1000 km).

W celu uzyskania ogélnej zaleznosci warto postuzy¢ si¢ normujaca zmienna z = x/R, co pozwala
zapisa¢ wyrazenie na btad wzgledny ¢ odlegltosci punktéw pomiarowych jako:

o oxl

E=—=—-—.

x Rz
Mozna zauwazy¢, ze w przypadku serii zdj¢¢ wykonanej w trakcie konkretnej sesji parametr C =
ox/R przyjmuje stata warto$¢ (ox = [ piksel = C = 1/R). Stanowi on wspotczynnik odwrotnej
proporcjonalno$ci w formule:

E=—,
z

wiazacej btad wzgledny z warto$cia z w sposob przedstawiony graficznie na rysunku:
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Rys. 5. Przebieg zmiennosci &/C = f{z)
Latwo zauwazy¢, ze znaczenie efektu pikselizacji jest tym mniejsze im dluzszy jest odcinek
pomiarowy, co preferuje wybor szczegdtéw potozonych mozliwie daleko od osi biegunowej OO’.
3. Efekt kata obserwacji:

W miarg jak wybrany fragment powierzchni przesuwa si¢ w stron¢ krawedzi planety, jest

widoczny pod coraz mniejszym katem ¢ (rys. 6). Powoduje to horyzontalna kompresje jego
dhugosci i w efekcie zmniejszenie precyzji okreslenia pozycji.
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Rys. 6.
Warto$¢ ¢ spehnia zaleznos¢:
p=90°- q,

gdzie a jest katem, ktorego tangens stanowi wspotczynnik kierunkowy stycznej do powierzchni
planety w punkcie P. Efekt kompresji brzegowych fragmentow obrazu powigksza niepewnos¢
wynikajaca z pikselizacji w stopniu proporcjonalnym do wartosci 7g « danej zalezno$cia:

ga = R

8'28(1+XJ.
R* —x’

Po unormowaniu ostatnia zalezno$¢ przyjmuje postac:

g':c[n z j )
z 1-2°
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co zapisujemy formalnie:




w ktorej ponownie z = x/R. Zmiany poprawionego wzglednego btedu pomiarowego ¢ w funkcji z
przedstawiono na rysunku:
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Rys. x. Przebieg zmiennosci £”/C = f(z)
Analiza wykresu prowadzi do wniosku, ze btad pomiaru przyjmuje minimalna warto$¢ &’ ~2.83C, gdy
x ~0.7R. Poniewaz w rozwazanym przypadku R =~ 75 pikseli, stad C = I/R ~0.013 i ostatecznie & ~
0.04 = 4%.
Rzeczywiste warto$ci btedow wzglednych dla kazdej z uzywanych metod pomiarowych mozna
wyznaczy¢ z zaleznosci:

w ktorej T jest wartoscia ,,prawdziwa” natomiast 7, uzyskana na podstawie pomiaréw. Z rysunku 1
wynika, ze T = 9 godz. 55 min. 38 s = 595.6 min, natomiast wartosci obliczone sa rowne 7;" = 9 godz.
45 min. 20 s = 585.3 min oraz T,” = 9 godz. 47 min. 48 s = 587.8 min. W wyniku niezbyt

skomplikowanych obliczef otrzymujemy kolejno:

&’ = 2% dla pomiaréw dokonywanych linijka oraz

& = 1% przy uzyciu odczytow w pikselach.
Cho¢ otrzymane wartosci, zwlaszcza uwzgledniajac wykorzystane $rodki, sa satysfakcjonujace, daleko
im do precyzji okreslanej mianem ,,astronomicznej”. Na szczg$cie istnieje relatywnie prosta metoda
zwigkszenia doktadno$ci, poniewaz rotacja Jowisza, podobnie zreszta jak kazdej innej planety, jest
zjawiskiem okresowym. Dysponujac okresem jego powtarzania 7’ oszacowanym z doktadnoscia rzedu
1% mozna powtorzy¢ procedurg pomiarowa wykorzystujac kolejna fotografi¢ wykonana w kilka dni
po pierwszej sesji zdjeciowej. Znajomos¢ odstepu pomigdzy kolejnymi rejestracjami A¢ umozliwia

obliczenie catkowitej liczby obrotow n z prostej zaleznosci:
At

n= -
T

W rozwazanym przypadku, przesuni¢cie pomi¢dzy chwilami ¢4 = 25 luty 2003, godz. 18:15 1 tc = 27
luty 2003, godz. 20:10 wynosi 4¢ = 2995 min. Zaleznie od metody pomiarowej szacujemy, ze w tym

czasie nastapito:

n, :A—{— 2995 ~5.12 lub n,= At, = 2995

= ~5.10 obrotéw planety.
T, 585.3 7 5878
p




Utamkowa cz¢§¢ obydwu wynikdéw jest nieznaczaca bowiem kumuluje wszystkie niedoktadnosci
pierwotnych oszacowan. Jej wyznaczenie musi zatem nastapi¢ przy uzyciu przedstawionych wczesniej
metod geometrycznych.

Z rezultatow zestawionych w Tab.1 wynika, ze w chwili #4 katowa odlegto§¢ wybranego fragmentu od
osi OO’ wynosita @y = 39.02° (pomiar ,linijkowy”) lub &, = 39.48° (konwencja pikselowa),
natomiast w momencie ¢ warto$ci te wynosza odpowiednio @¢; = 32.86 ° albo O, = 30.00 °. Obydwa
potozenia pomiarowe znajduja si¢ po tej samej ,,lewej” stronie osi OO’, a w kierunku obrotu planety
Oc > Oy (1), stad ostateczna warto$¢ katowej predkosci jej rotacji opisuje zaleznos¢:

L _5x360°+0, -0,

tA _tC

b

Znajomos$¢ w pozwala na wyznaczenie okresu obrotu 7" zgodnie z uzywana wczesniej formuta:

CH
a) >

w ktorej @) stanowi miarg kata petlnego (360° lub 2n radiandéw). Podstawiajac wartosci liczbowe

otrzymujemy:

T, =9 godz. 56 min.57 s dla pomiaréw dokonywanych linijka oraz
T, = 9 godz. 55 min.51 s przy uzyciu odczytdéw w pikselach.

Uwzgledniajac zapis obliczonych wartosci w postaci 7; = 596.9 min oraz T, = 595.8 min 1
wykorzystujac ponownie zaleznos¢:

T-T
_ P

gr
T

w ktorej warto§¢ T = 9 godz. 55 min. 38 s = 595.6 min otrzymujemy, ze btedy wyznaczonych wartosci
wynosza odpowiednio:
g=218 x107 oraz g, = 3.36 x 10,

Wyniki te nie wymagaja komentarza.

Podsumowanie
Na podstawie dotychczasowych rozwazan mozliwe jest sformutowanie nastgpujacych wnioskdéw:

Przedstawiona technika wyznaczania okreséw rotacji pozwala na ich estymacj¢ z profesjonalna
doktadnoscia. Szczegodlne znaczenie dla ostatecznej jako$ci uzyskiwanych rezultatow posiada przy
tym zaproponowana metoda obrobki materiatow zdjeciowych umozliwiajaca znaczaca redukcje
niepewnos$ci wyznaczania danych wejsciowych.

Cho¢ w teorii mozna rozwaza¢ wykorzystanie znacznie wigkszych odstepdéw pomiedzy kolejnymi
rejestracjami, celowo$¢ podejmowania podobnych dziatan jest z wielu powodoéw problematyczna.
Samodzielne sporzadzenie ich listy bedzie z pewnos$cia wysoce pouczajacym <¢wiczeniem
praktycznym.

Jesli mimo wszystko zalezy nam na dalszym zwigkszaniu doktadnos$ci, zalecanym podejsciem jest
rejestrowanie wigkszej liczby (np. trzech) uje¢ w trakcie kazdej sesji, a nastgpnie niezalezne
przeprowadzenie odpowiedniej ilosci wyliczen i usrednienie otrzymanych wynikow.

Na koniec warto zauwazy¢, ze oprocz Jowisza istnieje przynajmniej jeszcze jedna planeta, ktorej
okres rotacji mozna wyznaczy¢ dysponujac przecigtnymi mozliwosciami technicznymi. Szanse na
potwierdzenie tej tezy pojawia si¢ juz niebawem, bo pod koniec nadchodzacego lata.



